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Аннотация. Проблема сохранения плодородия почв стоит особенно остро в горном земледелии, где 
водная эрозия наносит значительный урон. Наиболее доступным и эффективным методом борьбы с 
эрозией на склонах является применение специальных почвообрабатывающих технологий, в частности 
контурной обработки, при которой движение агрегата осуществляется поперек склона. В таких услови-
ях главными показателями, определяющими качество технологического процесса, становятся устойчи-
вость и управляемость мобильных машинно-тракторных агрегатов (МТА). Составлена система уравне-
ний равновесия, учитывающая геометрические параметры трактора, крутизну склона, перераспределе-
ние вертикальных реакций почвы по колесам, а также явление бокового увода шин. В отличие от рас-
пространенного подхода с цифровым интегрированием, авторы применяют аналитические методы для 
решения дифференциальных уравнений движения. В результате сложных преобразований получено 
дифференциальное уравнение, описывающее динамику поворота трактора на склоне, которое в даль-
нейшем представлено в виде передаточной функции. Показано, что структура передаточной функции 
колесного МТА на склоне представляет собой последовательное соединение инерционного звена вто-
рого порядка, интегрирующего и изодромного звеньев. На примере трактора МТЗ-82 с использованием 
выражений для коэффициентов передаточной функции построены графики их зависимостей от скоро-
сти движения (в диапазоне 1–3 м/с) и крутизны склона (до 15°). Установлено, что все коэффициенты 
монотонно возрастают с увеличением скорости движения и убывают с ростом крутизны склона. Полу-
ченные аналитические выражения позволяют на стадии проектирования оценивать влияние конструк-
тивных параметров и условий эксплуатации на управляемость агрегата, что способствует сокращению 
дорогостоящих экспериментальных исследований. 
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Abstract. The problem of preserving soil fertility is particularly acute in mountain agriculture, where water 

erosion causes significant damage. The most accessible and effective method of combating erosion on slopes is 

the use of special tillage technologies, in particular contour farming, in which the unit moves across the slope. 

Under such conditions, the main indicators determining the quality of the technological process are the 

stability and controllability of mobile machine-tractor units (MTU). A system of equilibrium equations was 

compiled, taking into account the geometric parameters of the tractor, the slope steepness, the redistribution of 

vertical soil reactions across the wheels, as well as the phenomenon of tire lateral slip. Unlike the common 

approach of digital integration, the authors apply analytical methods to solve differential equations of motion. 

As a result of complex transformations, a differential equation describing the dynamics of tractor turning on a 

slope was obtained, which is further presented in the form of a transfer function. It is shown that the structure 

of the transfer function of a wheeled MTU on a slope represents a series connection of a second-order inertial 

element, an integrating element, and an isodromic (first-order lead-lag) element. Using the MTZ-82 tractor as 

an example, with expressions for the transfer function coefficients, graphs of their dependencies on travel 

speed (in the range of 1–3 m/s) and slope steepness (up to 15°) were plotted. It was established that all 

coefficients increase monotonically with increasing speed and decrease with increasing slope steepness. The 

obtained analytical expressions make it possible to assess the influence of design parameters and operating 

conditions on the unit's controllability at the design stage, which helps to reduce costly experimental research. 
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Введение. Проблема сохранения плодоро-

дия почв наиболее остро проявляется в гор-

ном земледелии, где из-за несовершенства 

почвообрабатывающих технологий и орудий 

водная эрозия наносит катастрофический 

урон. Темпы выноса питательных веществ в 

1,5 раза превышают темпы их внесения в 

почву. Среди мероприятий по предотвраще-

нию водной эрозии почв наиболее доступ-

ным, высокоэффективным и наименее доро-

гостоящим является использование специ-

альных почвообрабатывающих технологий. К 

таковым относится «контурная обработка» 

почв, при которой машинно-тракторный агре-

гат движется поперек склона [1–3]. 

Устойчивость и управляемость мобильных 

сельскохозяйственных агрегатов, предназна-

ченных для работы на склонах с плоским и 

сложным пересеченным рельефом, являются 

главными, решающими показателями, предо-

пределяющими качество выполняемого тех-

нологического процесса [4–6]. 

Для разработки рациональных конструк-

ций мобильных агрегатов сельскохозяйствен-

ного назначения следует в стадии проектных 

работ учитывать параметры, характеризую-

щие устойчивость и управляемость [7–10]. 

Для достижения поставленной цели зару-

бежные исследователи работы ведут по двум 

направлениям: путем проведения огромного 

объема экспериментов с элементами прове-

рочной теории и, наоборот – путем проведе-

ния глубоких теоретических исследований с 

небольшим объемом экспериментов с целью 

доказательства достоверности полученных 

аналитических расчетных выражений. 

Для своих исследований мы предпочтение 

отдаем второму направлению, так как оно 

обходится значительно дешевле и способст-

вует заметному сокращению дорогостоящего 

объема экспериментов. Хотя устойчивость и 

управляемость работы агрегата направлены 

на обеспечение высокого технологического 

эффекта данного процесса, целесообразно 

исследования вести в первую очередь по на-

правлению вскрытия реальной сути устойчи-

вости. Эта цель обычно достигается путем 

составления уравнений движения исследуе-

мой механической системы. Далее решается 

система этих уравнений и оценивается устой-

чивость по одному из известных методов. 

Обычно уравнения движения мобильных 

МТА не интегрируются аналитически, и при-

водится их цифровое интегрирование, что не 
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позволяет вскрыть реальную суть происхо-

дящих динамических процессов. В данной 

работе мы попытаемся избежать метода циф-

рового интегрирования и воспользуемся ана-

литическими методами, чтобы решить по-

ставленную задачу. 

Цель исследования – анализ динамики 

поворота колесного трактора при движении 

поперек склона для получения аналитических 

зависимостей, описывающих его поведение. 

Материалы, методы и объекты исследо-

вания. При выполнении работы применялись 

общепринятые нормативные и справочные 

материалы. В процессе исследования исполь-

зованы методы теоретической механики и 

теории устойчивости движения. Объектом 

исследования является динамическая система 

«колесный трактор–склон», функционирую-

щая в режиме криволинейного движения (по-

ворота) при выполнении контурной обработ-

ки почвы. 

Результаты исследования. При движении 

колесного трактора по склону с углом накло-

на υ вектор силы тяжести G раскладывается 

на   две   составляющие.   Продольная  состав- 

ляющая Gsinυ приложена к центру масс и на-

правлена параллельно поверхности поля вниз 

по склону. Нормальная составляющая Gcosυ 

направлена перпендикулярно поверхности. 

На основании расчетных схем (рис. 1, 2), вер-

тикальные реакции почвы на переднюю Rп и 

заднюю Rз оси определяются по следующим 

формулам: 

,sinsincos  vG
L

h

L

Ga
R

т

цт

т
п   (1) 

 sinsincos G
L

h

L

Gb
R

т

цт

т
з  ,

 

(2) 

где  

Lт – база трактора; 

G – вес трактора; 

hцт – высота расположения центра масс 

трактора; 

а, b – расстояние от центра масс соответ-

ственно до передней и задней осей трактора; 

 – крутизна склона; 

 – курсовой угол относительно горизон-

тали. 

 

 
 

Рисунок 1. Схема движения колесного трактора поперек склона 

Figure 1. Diagram of wheeled tractor movement across the slope 
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Рисунок 2. Схема определения углов увода передней и задней осей трактора 

Figure 2. Diagram for determining the slip angles of the tractor's front and rear axles 

 
На переднюю ось трактора на высоте цен-

тра масс (hцт) воздействует составляющая 

поперечной силы, равная  cossinG  (или 

 cossinG
L

а

т

). Соответственно, на заднюю 

ось приходится оставшаяся часть этой силы – 

cossin
b

vG
Lт

. 

В таком случае вертикальная составляющая 

реакции опорной поверхности, приложенная к 

переднему колесу, находящемуся с нижней 

стороны склона, выражается формулой: 

,sinsin
2

cossin
2

cos

















 

 цтцт

т
пн

h

В

h
a

L

G
R  

(3) 

где  

В – колея трактора. 

Вертикальная составляющая реакции 

опорной поверхности, воздействующая на 

переднее колесо, расположенное с верхней 

стороны склона, определяется выражением: 

 
.sinsin

2
cossin

2

cos













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


 

 цтцт

т
пв

h

В

h
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(4) 

Вертикальные реакции опорной поверхно-
сти, приходящиеся на задние колеса трактора, 
определяются следующим образом: 

;sinsin
2

cossin
2

cos
b























 
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.sinsin
2

cossin
2

cos












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








 

 цтцт

т
зв

h

В

h
b

L
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R  (6) 

В случае движения трактора по горизонта-
лям склона (поперек уклона) вертикальные 
составляющие реакций опорной поверхности 
на его колесах рассчитываются по формулам 
(1)–(6). 

Закономерности движения колесного МТА 
по склоновой поверхности могут быть пред-
ставлены с помощью следующей системы 
уравнений равновесия: 

NY  21Y , (7) 

,21 ba YYI   (8) 

где  
Y1 – боковая составляющая реакции опор-

ной поверхности, воспринимаемая передним 
мостом трактора; 
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Y2 – боковая составляющая реакции опор-

ной поверхности, воспринимаемая задним 

мостом трактора; 

N – нормальная сила инерции, приложен-

ная к центру масс трактора; 

I – момент инерции трактора относительно 

оси, проходящей через центр масс нормально 

к поверхности поля; 

 – угловая скорость поворота. 

Суммарные боковые реакции, действую-

щие на оси трактора, равны: 

ппвпн RR )(Y1  , (9) 

ззвзн RRY )(2  , (10) 

где  

п и з – коэффициенты сцепления перед-

них и задних колес трактора с почвой в боко-

вом направлении. 

При анализе динамики поворота колесного 

МТА на склоне необходимо учитывать, что 

при качении тракторного колеса по горизон-

тали склона пятно контакта шины с поверх-

ностью почвы искажается под действием бо-

ковой составляющей нагрузки и принимает 

форму искривленного эллипса. 

Точка приложения равнодействующих ре-

акций почвы при этом смещается на величину 

l от продольной плоскости симметрии колеса, 

что обусловливает наличие бокового увода 

шин. Величина этого смещения прямо про-

порциональна боковому уводу шин: 

кR

l
 , (11) 

где  

 – угол бокового увода колеса; 

Rк – динамический радиус качения колеса. 

С другой стороны, углы увода передней и 

задней осей соответственно равны: 

111 Y  ; (12) 

222 Y  , (13) 

где  

1  и 2  – коэффициенты бокового увода 

передней и задней осей трактора. 

Углы увода передней и задней осей трак-

тора, определенные из кинематических соот-

ношений в соответствии с рисунком 2, равны: 




 ксп vw 


a

1 ; (14) 






b
2

wсп 
 ,  (15) 

где  

v – проекция скорости трактора на его 

продольную ось; 

vсп – проекция скорости центра масс на 

ось, перпендикулярную продольной оси трак-

тора; 

к – угол поворота управляемых колес. 

Тогда, используя (8), (11) – (15) и прини-

мая во внимание, что 
В

еGi )sin1(2
Y1


 , 

можно переписать (8) в виде: 

.
)sin1()(

2
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GRwbvb
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GRvwаva
I
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
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(16) 

Затем, введя обозначения: 

12 )sin1(2
q

GаR

BL

кп

т 
 

; (17) 

22 )sin1(2
q

GbR

BL

кp

т 
 

, (18) 

после нескольких преобразований из (16), по-

лучаем: 

к
сп

qv

w

q

b

q

a

v

v

qq
I 

12121

111


















 , (19) 

или, разрешив (19) относительно vсп получаем: 

21

21221 )(

qq

vqbqaqqvqI
v к

сп





 . (20) 

Продифференцировав (20) по времени и 

учитывая, что при движении МТА на гоне 

поступательная скорость изменяется незначи-

тельно, т. е. v  0, получаем: 

21

21221 )(
v

qq

vqbqaqqvqI к
сп






 . (21) 

Уравнения (20) и (21) характеризуют 

взаимосвязь между углом поворота управ-
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ляемых колес трактора к и угловой скоро-

стью поворота, однако они содержат пере-

менную vсп и ее производную. Для ее исклю-

чения необходимо при помощи (7) составить 

уравнение боковых сил и реакций, дейст-

вующих на агрегат в поперечном направле-

нии, решить его относительно vсп и ее произ-

водной и приравнять правые части получен-

ных выражений к правым частям выражений 

(20) и (21). Произведя указанные действия 

(промежуточные выкладки для кратности 

опущены), получим дифференциальное урав-

нение, описывающее динамику поворота ко-

лесного трактора на склоне в виде: 

0 кк ЕDСВА   , (22) 

где 
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Уравнение (22) можно переписать в виде: 

кк KKТТ  011
2
2    (28) 

или в форме: 
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Уравнение (29) можно записать в виде пе-

редаточной функции тракторного агрегата по 

курсовому углу: 

)1(

K
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22
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к
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


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Тогда выражения (30)–(33) характеризуют 

зависимость коэффициентов передаточной 

функции от скорости движения, крутизны 

склона и конструктивных параметров агрега-

та. Для расчета зависимостей коэффициентов 

передаточной функции колесного трактора от 

скорости движения и крутизны склона были 

использованы следующие численные значе-

ния конструктивных параметров трактора 

МТЗ-82: G=32340 Н; I=2520 Нмс2; Rкп=0,45 м; 

Rкз=0,8 м; B=1,8 м; m=3300 кг; a=1,8 м; b=0,6 м. 

Рассчитанные с использованием выраже-

ний (30)–(33) зависимости коэффициентов 

передаточной функции от угла склона и ско-

рости движения приведены на рисунке 3. 

Выводы. 1. Передаточная функция колес-

ного трактора (МТА) на склоне описывается 

последовательным соединением инерционно-

го звена второго порядка, а также интегри-

рующего и изодромного звеньев. 
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Рисунок 3. Зависимости постоянных времени Т2 (а), Т1 (b), коэффициентов K1 (c), 

 K0 (d) от крутизны склона и скорости движения агрегата 

Figure 3. Dependences of time constants Т2 (а), Т1 (b), coefficients K1 (c),  

K0 (d) on slope steepness and unit speed of movement 

 

2. Установлено, что коэффициент переда-

точной функции колесного МТА определя-

ется конструктивными параметрами агрега-

та, скоростью его движения и крутизной 

склона. 

3. Коэффициенты передаточной функции 

колесного МТА монотонно возрастают с уве-

личением скорости движения в диапазоне 1– 

3 м/с и монотонно убывают с увеличением кру-

тизны склона в диапазоне 0–15 (0–0,25 рад). 
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